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ABSTRACT

Let S'(a) be the n-sphere of radius a in Euclidean

En+1

space The isometric minimal immersions of SB(a) into

n
5 (1) are those immersions that preserve the inner products of
tangent vectors and whose mn+l coordinate functions are homo=

geneous polynomials P(x) = P(xo’xl’ngxB) of the same degree s

with four indeterminates, such that g xi = a2 and

3 aZP(x) i=0
z . e 0. Such an immersion is called totally geodesic
i=0 ¥x;
i

when the image of SBCa) is an equator of S™{1). For each
integer s 2 2, d4it is possdible to constiuct isometric minimal
jmmersions (not totally geodesic) of SB(a) into 58(1), into
s13(1),..., into SS(S+2)(1)@ When s = 4, M. do Carmo and
N. Wallach have proved the existence of a large family of
jsometric minimal immersions (not totally geodesic) of Ss(a)
into S®(1), with n s s(s+2); a lower bound for n in this
case was not known.

This raises the following question, asked by S.5, Chern-
nLet SO(a) -+ 87(1) be an isometric minimal immersion, Is it

totally geodesic?"”. The aim of this work is to provide an
affirmative answer to this question by proving the following
result.

Theorem = Let SB(a) o m s™(1) c E**l  pe an isometric

minimal immersion which is not totally geodesic-

Then n = Sa




cﬂlm

Secgdo 0 -Introdugdo.

seja S"(a) a esfera n-dimensional de raio a, no
espago euclideano En+19 com a métrica induzida. Em [2]
S.8, Chern faz a seguinte pergunta: "Seja Sa(a) -+ 87(1) uma

imersZo isométrica minima. ¥ totalmente geodésica?”.

0 objetivo deste trabalho é provar o seguinte teorema.

N+1

Teorema = Seja SB(a) c Bt 4 SN(l) @ i uma. imersfo isométrie-

ca minima, nfo totalmente geodésica. Entdoc N = 8.

Em [4], M.P, do Carmo e N.R., Wallach descreveram qua=
litativamente a classe das imersdes isométricas minimas de
n N - 5
s™(a) em S (1). A fim de situar o nosso Teorema no contexto

das imersdes minimas de esferas em esferas, daremos a seguir um

resumo dos principais resultados de (3] .

Para maipres detalhes sobre os fatos que relacionare=
mos nos préximos.pardgrafos, veja [3] e [4],

Seja P(x) = P(xo”°°“9xn) um polindmio homogéneo do
grau s, a n+l indeterminadas, satisfazendo a equaggo de
Laplace

2
g a P(x) = Og

i=0 9ox;
i
A restrigfo de P(x) a s™(1) €& chamada esférico
harmdnico do grau s em S (1),

M.P. do Carmo e N,R., Wallach definiram em [4] as
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imersSes minimas "standards" como segue. O espago vetorial V°

£ e LI 11 a
dos esféricos harmonicos do grau s em s (1)9 tem dimens3o

m(s) + 1, onde

i (s+n=2)1!
s!{n=1})!

m(s) = (2s4n=1) = 1o

E possivel munir v®  com um produte intermno:
(f,8) = ( fg dv, f,8 € Vss
s%(1)
onde dv & proporcional ao elemento de wvolume de Sn(L) e

normalizado de tal modo que

[ dv = m(s)+1.
s7(1)

Se ja {fogaozgfng wma base ortonormal de Voo Defina a apli-
E
cagdo
y(n,s)s s" + Em(s)+l
por meio de
= o
Y(nss)(P) =l (f (P)9ﬂ6°9f (P))v pE S
N¥o € diffcil mostrar que v(n,s) & uma imersio minima na es=
fera S (1) com métrica induzida de curvatura seccional cons=

tante k(s),

n
i) = s{s+n=1)

Tais aplicagdes sd@o chamadas imersdes minimas “"standards’

Assim sendo, a cada inteiro positive 8, corresponde uma imer

530 isométrica minima da esfera S OJ ) na esfera S (s)(l)
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Por conveniéncia, diz-se que duas imersdes
ml,mzz s™ 4 Sm(l) sZo equivalentes se diferem por um movimento
rigido, isto €, se existe uma isometria p de s™(1) tal que
P, = p o,

K consequéncia de um teorema de Takahashi (v. [4],
pe. 46) que qualquer imersdo minima de s™ o S%(i) com métri~
ca induzida de curvatura seccional constante k, ¢ equivalente
a uma perturbagdo linear de alguma imers®o minima "standard"; e
que k = k(s), para algum s. Ademais, [4] mostra que, para
n=2 com s arbitrdrio ou para s < 3 com I arbitrdrio,
essa perturbagdo € a identidade, e, portanto, em tal caso, qual
quer imersfo minima x: s™ = SL(l)g com métrica induzida de
curvatura seccional constante, é equivalente a uma y(n,s)o
Ainda, nas mesmas hipdteses sobre os valores de n e 8§, 8e

x(s™) n%o estd contida em hiperplanc de Em+19 tem=se

L =m(s).

finalmente, © principal resultado de [ 4] most?a gue,
para n=z3 e sz 4, as perturbagles lineares das imersbes
minimas "standards” preenchem um conjunto convexo L, de die=
mens3o =18 (onde por dimensdo de L se entende a dimensZo
do mendr espago vetorial contendo L). Mais precisamentes
Para n=3 e sz 4, a cada par (n,s) corresponde um con=
junto convexo, compacto, que pode ser aplicado bunivecamente
sobre o conjunto das classes de equivalgncia das imersdes mi=
nimas X3 s™ 4 SL(I), com métrica de curvatura secciomnal

.constante. Essa aplicaggo é tal que pontos do interior 12 de



SN

L corresﬁondem As imers¥es para as quais 4 = m(s), e pontos
da fronteira 9L de L correspondem dquelas para as quais
t < m(s) (excluem-se nesse enunciado as imers®es cujas imagens
este jam contidas em hiperplanos de E&“"l)o

Assim sendo, em face do resultado principal de [4],
& fdeil situar o nosso Teorema no contexto desse trabalho.
Ponha n = 3. Para & = 2 e s = 3, a menos de equivaligncias9
existem apenas as imersSes minimas Ygtandards” de SB(Jr§3 em
88(1) e SB(JE) em 815(1), respectivamente. Para s =z 4,
conforme foi dito no pardgrafo anterior, a situagdo muda radi-
calmente, existindo ume familia continua de imersSes minimas
n¥o equivalentes. EFE natural entdo perguntar pela dimensZo mi=
nima da esfera unitaria S&(l) em gue SB(a) possa sger imer=
sa minimalmente com meétrica induzida de curvatura gseccional
constante 0 nosso Teorema responde a essa pergunta e consti=

tui um primeiro passo na diregﬁo de determinar o comportamento

da fronteira 8L do conjunto L.

Daremos a seguir uma idéia dos meios que utilizamos
para provar o Te orems..

Paritimos do fato gue as N+l fungdes coordenadas

a [ a 2 o #_ 3 l" N 3
de uma imersdo isométrica minima de S (a) c B em S (l) <
N+1 S Ao ‘ >

c E «%¥o0 esféricos harmonicos, de um mesmo grau S. 1880
permite associar 4 imersdo, de maneira natural, uma matriz M,
cujas linhas s&o constituidas pelos coeficientes dessas fun-
¢8es coordenadas.

T fdcil ver qgue a prova do Teorema fica reduzida a



mostrar que o posto de M €& =z=9.

A fim de determinar essa cota, € natural trabalhar
com as colunas dessa matriz, que sdo vetores de TR possi
vel mostrar gue o espago Vv(H) gerado por esses vetores contém
um subespago tridimensional e 6 subespagos unidimensionais, in-=
dependentes entre si, quando a imersfo a4 qual a mafriz estd
associada, € uma isometria minima nZo totalmente geodeésica.

A prova desse fato constitui o Lema 4.1 (secgfo 4).

A id€ia decisiva para a prova do Lema 4.1 reside na
escolha conveniente de certos subespagos de V{H) e nas esti-
mativas de suas dimensSes. Por um lado, tal escolha é sugeri=-
da pelas relagles (obtidas ma Secgdo 2) envolvendo os geradores
de VCH)O Por outro lado, a escolha desses subespagos se faz de
tal modo gue € possivel relacionar suas dimensdes com ¢ grau s

das fungSes coordenadas. Essa possibilidade é um ponto essen=

cial da prova do Lema 4.1 e constitui o material da Secgdo 3.

. ) L] i -]
Na Secgdo 1, escrevemos a imersfo como um "polinomio”

H homoganeo, do grau 8, cujos coeficientes s@o vetores

€ EN+la Definimos © espago V(H) e certos subespa=

A g
®1%2%3%, |
gos Vi(ﬂ), 1 = 1500-58, de V(H).

Na Secgfio 2, usando sucessivamente as condigdes da

. . N y . .
imers8o estar contida em S (1), ser isométrica e ser minima ,

deduzimos uma série de foérmulas envolvendo os vetores A 2

.0 00
1727374
Na SecgSo 3, distinguimos os subespagos dos Vi(H),

i = 1,.0.,8, que serfo usados na prova do Lema L e



u=6m

Com restrigles impostas 3s dimensSes desses subespagos; Jjuntva=
mente com a2 escolha de um sistema de coordenadas adeguado, €X-=
pressamos a norma da 28 forma fundamental em termos de produ=
tos dos vetores A . TUsando entfo o fato que a imersdo
alaza G’i_;.
3
& minima e de curvatura seccional constante, a férmula de Gauss

permite relacionar aquelas restrigdes com o grau s de H.

Na Secgfio 4, prova~-se o Lema .1, do qual o Teorema €

A . , o
conseqguencia imediata.

0 nosso Teorema sugere a seguinte generalizagio do

problema de Chern: Seja s (a) =+ SN(l) uma imersdo isomérrica

!
minima n3o¢ totalmente geodégica- E N2 T;;gj727-+ 2n-1 7

Secglo 1 = Definigfes preliminares.

Seja
N+l

N,.
H = (mogooo,mN)g s3(a) Y @ S ) lemeT
uma imersfo isomdtrica minima. Entdo ([2]) as fungdes coordena
das sfc esféricos harmonicos sobre SB(a)P i.e., cada %,
(0= i g N) & a restriglo a SB(a) de um polindémio homogeneo

£

do grau s, «com quatro indeterminadas, satisfazendoc a condi=-

géo
a2
z

vY)
€

i

= 0 ) (171)
k=1 9x

N

Inicialmente c¢olocamos

-



Z *1 o (1.2)
CPi = a X pea X 1.2
- g oeall 1 L
Eai_s 1 L
e escrevemos
[0 o
1 4
H = A X aoe X (103)
Eor,i.:s Qoo oy 1 L
onde os vetores
N N+
A = (a° A ) € E (1.4)
aloaoah alaoaah al‘oauah’

%o os vetores colunas da matriz cuja i-~€ésima linha é formada

pelos coeficientes de ©, (0= i s N).
v(H) o subespago vetorial de

Definic8o 1.1 = Chamaremos .de
A

EN+l gerado pelos vetores

aloooah

Tdentifigue o conjunto
al ah
s Do =8, O, 2 Oy inteiro} (1.5)

&
Oaxh tl

X ={x1a

com o itetraedro
N . s
+1; z 0s=Ss aizo, inteiro}

TS = {(algﬂauaahsosooﬂso) € E

por meio da correspondéncia
- o o
: 1 b

xl o o x“‘ f—’(algoeagaqgopuaego)e
e

Definigdo 1.2 = Diremos que (al,oao,ah,ogmgaQO) & s
sfo equivalentes

(aigao,,ai,o,ooo,o) e T°
= 0 (mod. 2).

q T
se e s se, para cada i = 1,.0050, 0 =0y
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Lema 1.1 = A relagdo definida sobre 7% na Definigfo 1.2 € uma

relagfo de equivaléncia e decompse ™ em 8 classes

de equivaléncia C;, 1 = 1,..0.58, se 8 > Ro

) TN s o
Prova: Seja Eijk& = (4,3:K,%,0500040) € T-c Pomha &, =E§_ ..>

52 i g(E:w-il)loo” gg 5 g(sl)olo’ Eio!» N g(5r==2)']u;l.c::>"
5; = € (s=1)o001° 22 = § (8=2)101° 5% = € (s=2)011 gy =
= g(s~3)111° Mostraremos dque (EE)9 m=1,2,3,4, n = 0,1,
sZo representantes das unicas oito classes distintas C,,
i = 1,000,8: Uma inspegdo dos (E:;) mostra de imediaro que
pertencem 2 classes distintas. Falta mostrar gque gualduer
elemento 1 € 7% & equivalente a 5:;1! para um certo par (m,n),
com m = 1,2,3,4, n=0,1. Seja 1 = §a1a2a3ah., Hd oito va=

sos a examinar.

a) ;= 8; Q5= 0, 335‘0*?‘1552
b) a, = &, Oy = 0, aB?’O = ’ﬂﬁ’@%
¢) @ =38, 0;F 0 Gy=0 = nEE%
a) a =8, G, ¥ 0, Uyd O = NSy
e) (xl_a.!sg a, = 0, cc350=‘115§i
f) al?"sg a, = 0, 0c3¥0¢“r1-=—§§
g) o # s, o, # 0, ag=0 = ﬁség
n) o, # ss ay # 0, Gq #0 = 1= Ei

A a
(Todas as congruencias s¥o mod. 2)
COQ_mda



Se ja

o Ts iy EN+1

a aplicagfo definida por

‘IT(O:. guanga 50,@99’0) = A @
1 L Qg oeolly

Definigdo 1.3 = Chamaremos de Vi(H) o subespago de P

gerado por n(Ci), 4 = 1,000380

Bsses subespagos serdo utilizados na Secgdo 3.

Secgdo 2 = Algumas relagdes fundamentais.

Nesta secglo obteremos uma série de relagles entre
os vetores A , definidos em (1.4). Essas relagfes
aloooah
serdo usadas para demonstrar as Proposigles e Lemas das secw=

¢Jes seguintes.

Lema 2.1 = Se H, dado por (1.3), representa uma aplicag8o

de SB(a) em SN(l)9 valem as fdérmulas

2 1

S benis o= &
2 S

A(s-l)loo * 2 Ais00 A(5-2)200 T 2s (2.2)

Prova: A relagdo

i
z =5 o a? (2.3)

escreve=se na forma



24 20
L it 5! 1 b
L = aoe Y et e m (2e8)

Por outro lado, quadrando (1.3) formalmente como se fosse um
polinSmio, com as regras usuais da adiggo e multiplicaggo de

pelinomios; e com a observagfo adicional dos coeficientes

N+1

A gue s8o vetores de E , -serem multiplicados por

]
alo L] smh
meio do preduto interno de vetores; obtemos

: o, +B O, +8
2 = Y. A A 2 = Lo e (2.5)
e L e U DL B
Zgi=s
Como H® = 1, a comparag¥o de (2.4) com (2.5) fornece as re-

lagdes (onde ¢ dndica expressfes, nem sempre as mesmas, que

L. d -
nad interessam ao caso em gquestdo)

2 28 1 28
TRl 2 28 B Tp
2 2s=2 _2 S Rg=2 _2
b= + 2
Alg-1)100 * 25000 *(s=2)200 *1 x5 + @ J28 1 Xy *+ 9
dadas em

Lema 2.2 = Se as fungges coordenadas wi (0 £ 1= N)g

(1.2), s@o harmdnicas, d.e., satisfazem (1.1), entfo

S(SMI)ASOOO + 2A(Sﬂ=2)200 o+ 2A(S£ﬂ2)020 -+ 2A(_S=‘2)OO2= 0O (2::6)

(Sml)(smz)A(s=l)1oo & 6A($=3)3°° A
(2.7)
+ 2A00 3y120 * ?A(s-3)102 = °

Prova: Usando (1.3); temos em primeiro lugar que

L 2.
AH:E?—g
k=1 Bx2



all=

Iy A
¢ um pdélinomio homogéneo do grau s=2, que escreveremos na for=

ma
Y Y
: 1 b
AH = B X so00 X
By =s=2 Ypeeo¥y 1 s

onde ¢ uma combinagfo linear de vetores 4,

B 9
Yl°°°'Y}_I_ 13°°0:'ll-
definidos em (1.4). A condicfo AH = 0 implica, para cada mo=

Y1 Yy 2 S=2

g e S = # i s
nomio X, eoaXy € X (x € o conjunto dos mondomios do

grav s=2, de acorde com (1.5)), uma relagdo linear

B = Oo 28
leDGYLl' ( )

E imediato que Blg2)o00 = 0 e B(,.3)100 = 0 s3o (2.6) e
(2;7)ﬁ respectivamente.

c.q-d.

Lema 2,3 =~ Se H, dado por (193)9 representa uma isometria de

s?(a) em SN(l), entfo valem as formulas
2 1
- = —ZsZ (2.9)

0y 0a0a0y

onde @000, é qualquer permutagdo de (s=1)lco.

Prova: Considere em Ss(a) as curvas dadas por

[ L
z xi:az
i=1
] (2.10)
xj = constante
X = constante,
com (j.,k)=(3,4), (2,4), @,3). Denotaremos essas curvas por

afuy), Bluy,) e y(uB)9 respectivamente. E possivel escolher

oS parémetros ulguz,u33 tals que os vetores tangentes sejam
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dados por

a'(ul) = (x5 ==xl,ogo) (2.11)
B'(ug) = (x39 0, "’xlgo) (2012)
Y'(HB) = (xhw O,ngxl) (2913}

Esses caminhos sfo levados por H em caminhos H(ui)9 contidos
em H(SB(a))g i =1,2,3. Denotaremos por Hi o vetor tangente
ao caminho H(u.i)s Como H €& uma isometria e levando em conta,

(2.11), (2.12) e (2,13), temos

H2 = x? +- xg

i .[. l+19 i=192930 (2511})

Usando (1.3), temos que H, ¢ do grau s, e levando em conta

(2.3), (2.4) e (2.14), escrevemos Hi nas formas

2 s=1

2 2 1 2 :
Hi E (Xl + xi_l_l) (-—E' E Xa) 9 (2::1.5)

20 20
F S0 2.2 E (s=1)! 1 TS
Hy = —z53 (%1% e T T e

a S 1 b
i:Swl

Para fixar idéais, suponha i = 1. Utilizando a regra da cadeia
em H(xl(ul)gnoogxh(uh)) e usando (2.11), temos

’ =
Hy = =A(g_1)100 *1 * #°

Quadrando ambos os membros e comparando com (2.16), obtemos fi=

nalmente

L | el
(s=1)loo ~ _2s=2 %

As outras relagBes sfo obtidas de maneira andloga .

csqad.a



=13= 2

Lema 2.4 = Se H, dado por (1.3), € uma imers@o isométrica de

s3(a) em sV(1), entdo

_ s(s=1)
Aso00 A(sz)B25334 SR (2.17)

a

onde BZBBB4 & uma permutacio de 200.
Prova: (2.17) & consequéncia de (2.1), (2.2) e (2.9).

Lema 2.5 = Se H, dado por (1.3), € uma isometria de SB(a)
em SN(l)g entdo

2 8=1
Alg=2)110 * *(s=1)100 *(s=3)120 = 2s-2

2 s=1
A(5m2)110 b RA(ﬁzl)olo A(s=3)210 ~ L 25=2

(2.18)

(com permuta de 2 dos 3 ultimos {ndices, as expressdes valem)

Prova: (Considere o sistema local de coordenadas cujas curvas co=

ordenadas sejam dadas pelas imagens de (2010)0 Usando asg
notagSes do Lema 2,3, e levando em conta (2.14), temos

2 2 2

Hl = xl + x2 o

Por derivagfo, cbtemos

gue escrevemos na forma

20, 26,
. ‘ 1 !s=1!! 1 L
Hyp Hy = =%y %4 (325m2' By Toaety! Xy Teendy ) (2.19)

Emi=s=1

As=1

A partir de (1.3), coletando os termos em X, x, de Hy, Hy,

3

obtemos



i)

=1l

H12 Hl =
2 2e=1

2 =
(SA(s-l)1oo’2A(3m1)1ooA(s-3)120’A(s,2)11°)x1 xg + @ (2.20)

Comparando (2.19) com (2.20) e usando (2.9), obtemos (2.18).

As demais relagdes sdo andlogas.

CoQoda
Lema 2.6 - Se H, dado por (1.3), € uma isometria, entdo
_ s(s=1)(s+b) (2.21)

2
hA(su2)2oo # 6A(sm1)1oo A(SmB)Boo = 3 Q28

(podemse permutar dois dos 3 dltimos indices).

Prova: Usando o mesmo sistema de coordenadas do Lema 2.5, e deri-=

vando (2.24) com di=1l, obtemos

H H =00

Al s
: ; 2gs=1 ‘
Derivando (103) e coletando os termos em X, Xg de Hl Hll‘
temos
2 2.2 2
Hy S (SA(s-l)loo - 8 Aoo0 * “8h 00 A(s~2)206”#A{sa2ﬁbo
= 2s=1
6A(5m1)1ooA(sw3)300)x1 -

Usando (2.1}, (2.9) e (2:17); obtemos (2.21). As demais rela=

¢3es s¥o provadas de modo analogo,
00q-da

Lema 2.7 - Se H, dado por (1.3), € uma isometria, entdo

2 5
A(Sm2)110 2 1"A(s.ml)loo A(Sw3)120 % hA(Sm2)2ooA(Sm2)o2o w.
26(s=1) (2.22)

=......__T§.-—
3 a



(permuta de dois dos 3 ultimos indices dd expressJes vdlidas).

Prova: No sistema de coordenadas do Lema 2.5, temos

2a

=1)! 4
H, H, = x, X, (——= 2s=2 ;E: ul——————— oaaxu e

l oooaa'
*sHl 4
. 28=2
Derivande (L.3) e coletando os termos em X, X, X5, Temos

2 2 2 <
(Sml)A(s=1)loo+2A(s=1)looA(S“3)120+S ASOOOEZSASOOOA(SWZ)Ozo 3

2
=25A3000A(sw2)200 4 Z“A(.a==2)2(:»0'1\‘(.-;,2)020 * A(ga2)110 ~
1

o .2
E(sml)A(sﬂl)olo i 2A(Sml)oloA(SaB)Z‘.lo - 2s=2 °
Usando (2.1), (2.9) e (2.17), obtemos finalmente (2.30). As de~
mais relagdes saem analogamente.
GQQQda

Lems 2.8 = Se H, dado por (1.3), é uma isometria entdo

2
_ s"(s=1) :
2A(Sw2)200A(s=2)020+A(stl)looA(Sz3)12o QT (2.23)

(expressges andlogas valem vcom coveniente permuta de dois dos

o ol e -
tres Udltimos indices).

Prova: E consequéncia de (2.18) e (2.22).
Lema 2.9 - Se H, dado por (1.3), € uma imersdo isométrica

minima, entdo

2 .2 , 2
Als-2)110"(5-2)011* 4 (s=2)020

2
y 2 2 = 8(5@1)(3 +3a+h) : .
A(Su2)110+A(s=2)l01+eA(sa2)2oo g 5 a2® (2.24)

2 2 2
A(5w2)101+A(3m2)011+hA(5m2)002



=1.6=
Prova: Multiplique (2.7) por A(sml)loo e use (2.21) e (2.18),

obtendo a 12 igualdade. As duas outras sflo andlogas.

Lema 2.10 - Se H, dado por (1.3), é uma imersfo isométrica

minima, entfo

2 2 2 .
s” (s-1) 2 s(s=1)(s“ + 3s + 4)
A < (2.25)
36a2° (5'2)“2“3“14 12 228 g
onde ay =2, & =& = 0 (i,j,k distintos).

Provas Por (2.6), temos que A__ A(5-2)200° A(s~2)020

A(sm2)002 sfo dependentes. Usando (2.1) e (2al7) se=

gue a cota inferior. Usando (2.24), obtém~se a outra cota.

Coga.d.

Lema 2.11 = Se H, dado por (1.3}, representa uma isomerria de
e
s3(a) em S (1), entdo os vetores A 3
L 5000

(¥ a,=1), s&o dois a dois ortogonais.

A
(Sml)aaﬂ.aau 1.=2 1

Prova: Usando (2.4) e (2.5), juntamente com a condigdo = 1,
2s=1 2s=1 2s=1
e coletando os termos em X, Xy X¥q xB e X, Xy o

obtemos

A = 0,

A
$000 (5m1)62d3ah

onde a, = 1, para algum i = 1,2,3.

Por outro lado, usando (2.10) com (j,k) = (3,4),

temos
HH, = 0, (2.26)

Coletando os termos em xisml Xy, 5 obtemos



Sk

A(s=l)1oo A(s-l)ool RO

Analogamente, obtém=-se as demais relagdes.,
Cchdm

Lema 2,12 = Se H, dado por (1.3), é uma isometria, ent®o

e e ortogonal a A(S”z)a2“3au° onde

Gy =0y = 1, o, =0 (i,J,k distintos).

Provas Em 2.26, temos

s s=1
oy e L A(s=1)010 S TR ?

] =1
H"E'A(,Sml)loo il A(s=2)110 i X

2a=1

Em H H 0, coletando os termos em X, xB, e usando

1
o Lema 2,11, obtemos

A =Oa

‘8000 A(EmZ)llo

0 resto da prova é andlogo.
CeGodo

Lema 2.13 ~ Se H, dado por (1.3); € umaimersdo igométrica
minima de SBCa) em SN(l)9 entdo
A (8a.=1) s&o ortogenais a A , onde
(s-l)a2a3au i (s=2)3283ﬁ4
ﬁZBBBh é uma permutagdo de 1llc ou 200,
Prova: Use (2.10) com (Jj,k) = (3,4),

= S=1 s=1

s=1)1oo *1 * #%s000 b Lo =

Hl = e-»A(

28=
Usando ent®o {2.15) com i=1, e coletando os termos em x1q lxzg

obtemos



A(e=1)100 A(s=—2)2oo ¥

Usando (2.10) com (j,k) = (3,4) e (3.x} = (2,4), temos

2 b2 2
Hl = xl + x2
H12 Hl = xl xB»

Derivando (1.3), obtemos

s
Hy = ~X; &(5-1)100 * 4

s
ST A(Sn2)llo a1 ¢

Dessas digualdades, segue gue

A(s=1)loo_A(Sm2)1lo = (2.28)
Analogamente,
A(s«l)olo A(Swz)llo e (2.29)
Por outro ladoc,
s=1 s s=1 | )
b (= B s BN T e A(s-=1)010 T o5 2A(5w2)020 e e

s s=1

Hy = ~A(e.1)100 *1 = H(s=2)110 L x5 + 8.

De (2.11) e (2.12), temos
H1 I-I2 = X, xsa

Coletando os termos em xisﬂl X35 obtemos

=8A5000 A(sml)loo 5 2A(sm1)looA(5m3)o2o i A(sml)oloA(Snz)llo =l

Usando (2.29) e o Lema 2.11, segue

A(s=1)100 A(5m2)020 o




Multiplicando (2.6) por A(sal)loo e usando o Lema 2,11 junta=-

mente com (2.27) e (2.30), obtemos

A(Sml)loo A(s=2)oo2 =08

Considere agora um sistema de coordenadas cujas curvas coordena-

das sejam do tipo (2.10), com a permuta de x; por X,
com (2.11); (2.12) e (2.13) dados por
a'(ul) = @ngxlgogo)
B‘(ug) = (09X35’x290)
Y'(HB) = (09x4909“’x2)9
Derivando (1.3), obtemos
‘s=1 s=2 _2
Hy el e i ok PRIl ope e @
‘ s=1 s=2 _2
Hy = =A(g-1)o01 ¥1  *2 ~ Alg-2)tol 1 *2 * LE

Multiplicando essas igualdades e coletando os termos em

x~9=3 3

1 29 obtemos
A(Sm1)020 A(s=2]101 % A(s=2)llo A(s=1)o01l T P
Analogamente
A(Sml)olo A(s==2)101 3 A(s=l)loo A(s==2)oll = 40
O,

Afg=1)o001 Alg=2)110 * Ae=1)100 A(g-2)o11 =

Dessas igualdadeg segue gue

Als-1)100 #(s~1)o11 ~ %

As demais relacBes saem de modo andlogo.
Cogod.

isto &,
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Lema 2.14 = Se H, dado por (1.3), é uma imersfo isométrica mi-

3 N » P
nima de S”°(a) em S (1), entdo A_ € ortogo-

nal a

L

A = o
(s-3)0,0450), (iiz g 2)

Prova: No sistema de coordenadas usado no Lema 205; temos
H]—Hzoo

Por derivagdo, e usando (2.14), temos

i
o

Hyjqg H + Hyy Hy

Derivando (2.14), com i=l,
Entdo

Derivando (1.3), obtemos

) -
Hypp = (®A(ql1)100 ~ 64(c.3)300)%1 * #

e 23
H Tl (SAsoooA(s=1)loo = 64500 A(s=3)300)x1 iRips

Usando o Lema 2,11,

A = 0.

sooo'A(s=3)300

De (2.31), temos

H H + B . = m2x1 x3ﬁ

112 11 2

Derivagdo de (1.3), com (2.11) e (2.12), dd

: s
HhEs (EZA(SHB)Zlo 3 (sml)A(Swl)olo) o g

r — S «
Hyy = (-84 55 * 2A(s=2)200)x1 t e



=2] =

e o s
Hy = =A(4_1)010 *1 * ®-

As quatro udltimas igualdades e (1.3), juntamente com os Lema 2.11

e Lema 2.13, d&o

Asoo0 A(s=3)210 e
Analogemente,
45000 *(s-3)120 = Op
Multiplicando (2.7) por e S usando (2.32), (2.33) e o
Lems 2.11, obtemos
0.

Asoo00 A(5a3)102 %

Derivagfo de H, H = 0, fornece

H123 H + le I—I3 = 0.

Derivagic de {(1.3), d&a

, =
Hipg = =A(g_3)111 %1 * ¥

. N
Hyp = A(go2)110 F2 * @

3 s
Hau= mA(Sml)ool i UG

r

Degsas igualdades, segue

Asooo Hlg=3)111 © G

c.g9.d.
Lema 2.15 = Se H, dado por (1.3), é uma imersdo isométrica
3 N -
de S”(a) em S (1), entdo A
(9@2)3233&A
o0 0 € permutacfoc de 200) € ortogonal a A
(R R s ) 3 (s-2)8,848,

permutacio de 1lo).

@

(BZEBBM




%

Prova: Considere (2.10) com (j,k) = (3,4) e (i;k) = (2,4).

i 8=l s s~=1
B e b A(sal)loo T 2A(s~2)200 X; X + 9

s

¥, g=1 g=1
ik i (s 1)A(s=l)olo ! x2*2A(5m3)21o 7 x2+A(s=2)1lo B
Coletando os termos em N obtemos
1 2 15 a2 ? :
A(5-1)100 #(s-3)210 * *(s-2)200 *(s-2)110 = O
Por outro lado,
. 8 s=1 s=2 _2
Hy = =A(5.1)or0 *1L ~ A(s=2)110 *1 *2 A(g=3)210 1 *2 7 ¢
28=2 _2 ] y
Coletando os termos em Xy x, em Hl H2’ e usande os Lema

2,12 e Lema 2,13, temos

34 (g-1)010™(s=3)300 * 2A(s-2)200"(s-2)110 * A(g-1)Loo™(s=3)210~ O
Em (2.8), considere

B(SmB)loo s

B(SmB)olo =40

Bls-2)000 T %
Multiplicando essas igualdades por A(5m1)0109 A(Swl)loo
A(SHZ)llo’ obtemos
A(g-1)010"(s=3)120 * A(s-1)o10%(s=3)10274(s-3)300" (s=1)010 = °
A(Sml)looA(Sm3)2lo 5 A(s:l)looA(SmB)olZfBA(SmB)OBGA(Sml)loo =

0.

Alg2)110%(s-2)200 * A(s=2)110%(5-2)020 *A(g.2)110" (8~2)002 =

Com essas igualdades e as duas outras deduzidas no inicio deste

Lema (com permutas convenientes de indices), obtemos




q %

BT

A(s-2)200 *(s-2)110 =
Analogamente,

A(s=2)020 A(s=2)llo e

Multiplicando (2.8) por A(s=2)llo’ e usando o Lema 2.12,

obtemos

A(g-2)002 H(s-2)110 T e

As demais relac8es saem analogamente,
C:-Qodo
Lems 2.16 = Se H, dade por (1.3), é uma imersfo isométrica
minima, entdo os vetores A com
ai = aj = dlg ak = 0 (igjgk diatinros) sao ortogonais.
g s det 3¢, =
Prova: Considere em S”(a) os caminhos a(ul) e Bflu,)

talis que

i}

a'(uy)

B luy)

(xgaxh9“x19mx2)

(xhgxagmng‘:xl) s

Derivando (1.3), temos

s s=1 " g=2 2
X e To™ Tae R | Afs-3)210 F1  Fa2 * ¢

xS = A xsml (R = xsm
(s=1)o0l "1 (s=2)1iol 71 2 (s=3)201 "1

I
§
.

Hl =
2

{
B
e

H xg + Q.

5 =

Coletando os termos em xiszz xg de H, H,, wusando (2:11) com

B(s«B)olo =0 e o Lema 2.15, obtemos

A(go2)110 M(s=2)101 = O°

As demais relagles sfo andlogas.
Cogads




fo

.. Tip

Lema 2,17 = Seja H,; como-em (1.3), uma imersfo isomé€trica mi-

nima. Se um dos vetores A com
(s=2)a2a

3%
ai = aj = il 0, = 0 (i,jgk distintos) ¢ nulo, os dois outros

também o sfo.

Prova: Suponha A(s~2)1lo = 0, De (2918)g segue que ¢ produto

& " Sml
A(Sml)lOO A(s=3)12o toma seuw valor maximo —;QE:T-O

Decorre, usando (2.25), que A(sm2)2oo A(3m2)o2o tem seu valor

s%(s-1)

minimo «-=-—é--2_$__.“a
a

Do Lema 2.4 e de (2.6), segue que esse mini-

mo ocorre quando as mnormas de  A(_ 5)5,4 A(5a2)020 e o angulo

desses vetores s¥o méximos. Usando (2.25), segue que

2
2 e _ 8(s=1)(s"+3s+4)
A(s==2)2oo ¥ A(s=2)o2o o 12528 5

Finalmente, de (2.24) obtemos

A(s-2)101 = A(s-2)001 = °°

Cerdo

Secglo0 3 = Estimativas das dimens8es de alguns subespagos

Nas Definigfo 1.1 e Definigfo I3, definimos os espa-
gos vetoriais V(H) e vi(H), i=l,005,8. O objetivo desta
secgfo & determinar estimativas para as dimensdes dos Vi(H)ﬂ
Tais estimativas serfo usadas na Secgfo 4 a fim de provar o

Lema 4.1, gque dd uma cota inferior para a dimensZo de V{H).

0 ponto importante da presente secgﬁo ¢ a Proposi=

¢80 3.2, Nessa proposigfo;, exibimos um sistema de coordenadas
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~2B

locais que permite determinar a norma da 2% forma fundamental

guando impomos condig8es a certos subespagos de V(H). Esse

fato € usade nas Proposigdo 3.3, Propesicdo 3.4 e Proposigdo 3.5

Inicialmente fixamos uma notag®o para os espagos

Vi(H) e escolhemos alguns subesgpagos dos Vi(H)9 como Eeguct.

Se Aalazajah € Vj(H)g (veja (1.4)), dindicaremos
VJ(H) com a notagdo Vd1@2“3“u°

Considere os subconjuntos de vetores de EN+13
(usamos a convengdo Aalazajah = 0 se algum O, < 0)

{ASOOOQA(Sn2)2009A(s=2)02ogA(s=2)002} T

{A(snl)looﬂA(Sms)3009A(Sm3)1269A(s-3)1oz} € V(g=1)1o00
{A(Sml)olo”A(saB)OBO”A(smB)2109A(Sa=-3)012} < Vigo1)ool
{A(s=1)0019A(sm3)003gA(s=3)2019A(5m3)021} < Vis-1)ool
{A(E=2)110QA(SEh)Blo’A(s=4)130°A(5mh)112} & VIsz)llo
{A(sz)1019A(s=4)301°A(5n4)1035A(5wh)1213 < V{s=2)101
{A(s@z)oll’A(Smh)oal’A(Swu)ols’A(s=h)211} e st~2)ool

{A(su3)111’A(Sm5)3119A(s=5)131’A(5m5)113} < V(s=3)111

(3.1)
(3.2)
(3-3)
(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

0s subespagos gerados por (3.4); 1 = 154558, serdo

denotados respectivamente por

Teo0o’ T(s=1)1lo0’ T(s=1)o10’ T(s=1)o01’

T(Sw2)1lo’ T(s=2)lol’ T(Sm2)oll € T(s=3)111

(3.9)




]
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(Quando s=1 ou 2, apenas os 4 ou 7 primeiros subespagos, res-

pectivamente, sdo considerados).

Provaremos agora o Lema 3.1 que sera usado na Propo~

siggo 3,3, e, em seguida, provaremos as Prop. 3.1, Prop. 3.2,

Prop. 3.3, Prop. 3.4 e Prop. 3.5.

Lema 3.1 = Seja H, dado por (1.3), uma imersdo isométrica mi-

: 3 N y 3
nima de S°(a) em 85 (1). Se daimT__ . . =1 entZo

valem as seguintes relagdes

2 2
2 g“(g=1)
.A. = olo
(Swp- )O’;RCI.BCt.h 363. s v (3 )
Ll- '
onde . = ai = 2
i=2
e (I.i = &g i=2933ll-;
s(s»l)(s+2)(5m6)
A = = ol
A(s=1)a,0,0, “(s=3)8,848, shaZs s (3011)
L L
onde L a, =1 T B. =3
et P 4ep 1 v

i

2 % H 5% (s-1) (s+2) (3.12)

(S=I)G2G3al& (SNB)BEBBB}; ]_83.2’& j

I Y
onde izz A = Le iiz ?i = 3
a; = 1, Bi —a s Bj = 2; By = 0
i, j,k distintoss

L 8(3w1)(s+2)(8=3) (3.13)

A =
(s=2)a,040), 9a 2"



&%

onde a, = aj = 1, k

i, j,k distintos

Prova: Em face de (2917)9 gegue que
A(g.2)200 = *(s-2)020 = *(s=2)002"

Essas igualdades juntamente com (2.6), dfo

_ _ s(s-1)
A(g=2)200 T T~ T B As000°

Usando (2.1}, obtém-se (3.10).
(2.21) com (3.10) implicam (3.11).

(2.18), (2.22) e eh §i%;El (f1l]), dimplicam

(3.12) e (3.13).
C;Qq_ﬂd"l

Proposigdo 3.1 = Seja H; dado por (1.3), uma imersdao iso=

métrica minima de SB(a) em SN(l)g Se jam

o3 subespagos Tgooo” T(aml)1009 T(8m1)010 e T(S&1)0013 de =
finidos em (3:9). Entdo as dimens3es desses subespagos sdo
19 2 ou 30

Prova: De (2.1) e (2.9); segue que esses subespagos sZo ndo

triviais. Por outro lado, em face do Lema 2.2, cada

um dos subconjuntos (391)9 i = 1,2,3,4, € formado por ve=

tores linearmente dependentes.
(o &
Proposigdo 3‘2 - Seja H(%, 0000% = E A X loaax -
= 1°? UG T aloaaaq‘ 1 i K
oy =s

onde os vetores A estdo definidos
alm oeah



=2 8w

em (1.4), uma imersfo isométrica minima H: SB(a) c E* 4 SN(l) =

N

c BVl pxiste um sistema de coordenadas (ul,uz,uB) em vizi=-
nhanga de H(a,OQO,O) tal que o vetor posig&o H, os vetores
Hy» H, e Hg, tangentes a H(SB(a)), e os vetores H,

(1 € i, j= 3)9 satisfazem as relagses abaixo (os fndices em

H indicam derivagSes em relagfo aos pardmetros ulguzgus)o

H(a,0,0,0) = a° A

sS000
Hl(a,O,OQO) = -a® A(s=1)1o0
H,(a;0,0,0) = a®*t A(s=1)olo
H,(a,0,0,0) = a®* Ao 1)001
H,,(a,0,0,0) = ~a®*t A(s=2)1l0
H,,(a,0,0,0) = 2% A, 2)101
H23(a309090) =lattE A(s~2)o11
Hll(a909090) = a’ (2A(8m2)200 Y ASOOO)
H22(a$090,0) = a5+2(2A(Sm2)020 ol Asooo)

s+2
3 (2A(sm2)oo2 - Asooo)°

H33(a9090,o)

Prova: Seja em SB(a) = ELlL o sistema de coordenadas cujas
curvas coordenadas a(ul), B(uz) e Y(uB) tenham os

seguintes vetores tangentes

0:,9(111) = (ngmx]_,0,0)

1 x C
8 (u2) = (mxle, =XyXqs XytXps 0)
y'(u,) = (=x,%;, =% %) =X3X T Axo %) o
3 174 P il A -
Pela isometria H, essas curvas s%o levadas em curvas

Ra(uy)), H(E(a,)) o Hly(ay)) em m(S(a)) e s'(2).
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Derivando H, dado po

=29 =

r (1.3), em relagdo a

Uys Uy e

mos (nas expressSes abaixo, @
H = 45000 x) + ¢
Hy = =A(35.1)100 xi L
Hy = &(s-1)0l0 xi+l + @
Hy = A(5.1)001 xi+1 +30
Hip = “A(g~2)1lo0 xi+l 1
Hys = “A(g.2)101 x5+ g
Hog = A(ga2)oll Lt e
T (-s&5000 * 2A(sm2)200)xi * e
Hop = (-84 500 * 2A(sn2)020)x§ 9
Hoqy = (asAsoo + ZA{st)ooa)xi+2 + @

u3, obte

indica termos irrelevantes).

Nas 10 igualdades acima, fazendo (xl,x29x39xh) =

= (a,0,0,0), e observ

tos) se anulam,

Proposigdo 3.3 = Seja

Ss(a)

T 00 S€J2 1 (Tsooo

Prova: Sejam P =

g os seguintes

ando que og varios ¢

(que s#o distin-

obtemos as igualdades gue queremos pProvar.

Coqoda

H wuma imersZo isométrica minima de

em S°(1),

estd definido em (3.9))-

espagoss

Entdo

tal gue & dimens&o de

gs= 1.

(a,0,0,0) € SB(a) e q = H(p). Sejam em

Tq(H(SB(a)))9 o espago tan-

gente a H(SB(a)) e Nt Nq(H(SB(a)))9 o espago normal a




n

=30~

I3

u(s3(a)) em sV(1) c EV'L,

Considere ém vizinhanga de ¢q o sistema de coordena=
das dado pela Proposigdo 3.2. Seja, em q, o referencial (ei),

0< i< N, tal gue

o IAsooolml Agooo? 1 T IA(s=1)1oo|ml A(s;--l)loo9

PR IA(3m1)olo|wl A(g-1)o1e® ©°3 % lA(s=1)oollm1 A(s-1)o001’
ey = 14(az)110l” As2)ite® %5 = |4¢0m2)101l ™ A(em2)101’
eg = |A(s~2)011|M1 A(s$2)0116 Essa escolha € possivel em

face da Proposigdo 3.2, de (2.1}, (2.9) e dos Lemas 2.12, 2,13,

2.1k, 2,15 e 2.16.
& I'd N N+‘ 1
Tal escolha & feita de modo gue e € normal a S (1) E77,

oy € T (H(s7(a))), e, pava 12k, o € v, ((s? ().

e,

1°°

2

Por um lado, a imersfo isométrica H tem curvatura
seccional constante

k(S) = ET%ET © (Vo Secgio 0) (3914)

Por outro lado, no sistema de coordenadas escolhido;
usando (3013), obtemos o guadrado S da norma da 22 forma fun

damental

o= 2s(s=1)(s+2)(s+3) (3.15)

28

3a

Usando (3.14) e (3.15) na f£dérmula de Gauss, obtemos

3(2l22))® (2 - (3.16)

'g(glif) = 2s(s=1)(s+2)(5+3)

0 dnico valor inteiro que verifica (3.16) é s = 1o
C.,q.ado



(Ky

«31l=

Proposigfo 3.4 - Seja H, como em (1.3), uma imersfo isome€tri=

ca minima de SB(a) em SN(J.)g tal que

dim T 2., Fntd80 1< 8 £ 3.

S000

Prova: Usamos o mesmo argumento da Proposicgdo 3.3, sendo que,

neste caso,

2 2
2 2 3s“(s=1)
S = A A «
36 % (sz)azaaah g (5”2)523364 a?s ?

onde a2a3a4 percorre as permutagoes de 200 e BEBBBM” as

permutag8es de 110.

Usando a fdrmula de Gauss, obtemos

i 2 4
2 2 o (s+3)(3ml) 3s“(s=1)
36 L A(S~2)32a3a4 + 2 I A(SWZ)stBBh = s(842) + azs a

Usando (2.24), obtemos

2 _ 6s(s-1)(s?+55+6) _ (s=1)(s43)
16 E A(Sg2)5283ah 3. (S a2$ 5(5;{-.23 (3"1?)

A condicfo do 22 membro de (2,17) ser =0, conclui & prova.

c oqodc

Propesigdo 3.5 = Seja H, como em (1.3), uma imersfo isométri-

ca mfnima de S-°(a) em SN(]_)9 tal gue
A(s~2)llo° A(5a2)lol g A(s=2)001 sejam nulos. Entdo s = 1.

Prova: Os trés vetores nulos, dados na hipdétese, implicam Jjune=

tamente com (2.24) que os vetores A(s=2)200’ A(sm2)0209

A(S=2)002 +ém a mesma norma, Em face de (2.17), os produtos

destes vdltimos vetoresg por Asooo s&¥o iguais. Por outro lado,

por causa de (2.18) e (2.23), esses mesmos trés vetores tem
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produtos iguais entre si. Assim sendo, as componentes de

A(g=2)200" A(g-2)020 °© A(g=2)002 segundo o complemento orto=

gonal do subespago gerado por Asooog formam entre si angulos

iguais. Tais componentes, em face de (2917) sdo dadas por

o ) 6A(s=2)200 5 S(Sal)Asooo

+ s{eg=1)A

0

&2 6A(3m2)020 5000

W 6A.(5 + sls=1)A

3 =2)o02 soo00°

Usando o mesmo argumento da Proposigé@o 3.3, obtemos neste Caso0

2
5 = Bwlo

Usando a férmula de Gauss, .
. %
12a S(l o —é—(—-z*'g')") = S(S"“l)(ﬁg‘*'BS%"—})g

a 2 5 a o e
cuja unica raiz inteira € s = 1.
quc:d.n

Secgdo 4 = Prova do Teorema

Em Definigfo la.l, na Secgdo 1, definimos o subespago
v(H) < EVtl  Nesta secgfo, provaremos gque dim v(H) =z 9, des-

de que a aplicagdo H: SB(a) i, SN(l) (= EN+l, a qual V(H)
estd associado, seja uma imersdo igsom€trica minima ndc total=
mente geodésica. Isso constitui o Lema k.1, do qual o Teorema

decorrerd imediatamente. A prova de Lema 4.1 usa o subespago

T c Vv definido em (3.9), e o fato (dado pela Propo-

“soo00 sococo’
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sig¥o 3.1) que 1s dim T_ . & 3. Tnicialmente, usando as Pro

posigdo 3.3 e Proposig@io 3.4, excluem=se as possibilidades
dim Tsooo =1 e dém Tsooo = 2, Quando dim Tsooo = Ba | GEeie

bem=~se nove subespagos unidimensionais independentes em V(H),

o que concluird a prova.

N+1 ”
uma imersfo iso=

Lema 4,1 = Seja He SB(S) c B* 4 sN(_l) c E
métrica minime n¥o totalmente geodésica. Entdo o eg

pago V(H), associado a H mna Definigso 1.1, tem dimens&o

maior que B,

Provas O subespago T_ > definido em (3.9), estd contido em

v(#). Pela Proposigfo 3.1, temos 1< dim T__ = 3.

Suponha, inicialmente, que dim Tsooo = 1., Pela

Proposigfc 3.3, temos s =1, o que estd excluido pois H €

nf%o totalmente geodésica.

Suponha, em 22 lugar, que dim Tsooo = 2, Pela Pro=

posigdo 3.4, temos 8 = 1,2,3. O argumento anterior exclui
s =1, Se s =2 ou 3, usando [4), pg. &b, 1.4 Theorem,

temos N = 8 ou 15, respectivamente. EntZo dim V(H) 2 9.

Finalmente, suponha gue dim Tsooo = 3., Congidere

os subespagos T(sml)loo° T(sml)olog T(sml)oolg T(s=2)llo9

T(s-2)101 ° T(a=2)o0l’ definidos em (3.9), os quais estdo

contidos em V(H). Pela Proposigdo 3.1, os trés primeiros
tém dimens¥o compreendida entre 1 e 3, Como H €& nioc totale

mente geodésica, = % 13 daf, tendo em vista a Propoeiggo 3.5

‘e o Lema 2.17, e como A(s=2)110 € T(s=2)1109 A(sz)lol (S
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€ T(s~1)lpl e A(s=2)011 € T(snR)ool’ conclui-se que os 3 ul=
timos subespagos T(suz)llo’ T(5a2)lol e T(a-2)011 tem dimen=

s%0 maior ou igual a 1. Por outro lado, como dim Tsooo = 3y

entXo 3 dos geradores de Tsooo s8o linearmente independentes.

Considere o conjunto formado por 3 de tais geradores e pelos

seis vetores A(sml)loo e T(5m1)1oo’ A(s=-l)olo = T(Swl)01°9

A(Sml)ool = T(s=1)oo1’ A(s~2)llo = T(5w2)llo9 A(g=2)101 €

€T

< T(s=2)101° A(g-2)011 (s=2)o0l”

Levando em conta os Lemas 2,11, 2.12, 2.13; 2.15 e 2,16, segue

esses vetores sao independentes. Portanto

dim V(H) = dlm(Tsooo U T(s=1)100 U T(S@l)@lOAU T(5m1)ool 2
T(SmZ)llo u T(Sw2)101 v T(Sm2)oll) B0
(&Dq@dﬂ

Prova do Teorema: De (l.4) e Definigdo 1.1, segue que

dim V(H) £ N + 1. TUsando o Lema 4.1, temos

finalmente N = 8.

COQQdo
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